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Avant-propos

Qu’est-ce que la réduction?

Dans tout cours d’algèbre linéaire, la réduction des matrices et des endomor-
phismes occupe une place importante. Toutefois, ce terme de réduction cache
différentes réalités et perspectives.

. D’une part, réduire un endomorphisme u d’un espace de dimension finie,
c’est trouver une base dans laquelle l’endomorphisme u est « bien compris » et
« facilement manipulable ». En pratique, cela revient à pouvoir déterminer une
matrice de l’endomorphisme avec une forme particulière : diagonale (dans le
meilleur des cas), diagonale par blocs, triangulaire...

Pour une matrice carrée M , l’équivalent de cette démarche consiste à chercher
une matrice d’une forme particulière semblable à M : en effet, la formule de
changement de bases pour la matrice d’un endomorphisme n’est autre que la
traduction de la similitude de deux matrices.

. D’autre part, réduire un endomorphisme (respectivement une matrice) c’est
comprendre l’ensemble de toutes les matrices qui lui sont associées (respecti-
vement sa classe de similitude) ; pour ce faire, on cherche une matrice réduite
qui décrit simplement, qui caractérise cet ensemble. En avançant dans cette di-
rection, on retrouve les invariants de similitude (pour la réduite de Frobenius)
ou les tableaux de Young (pour la réduite de Jordan).

Un cours complet comporte a priori les deux aspects imbriqués avec quelques
applications endogènes de l’algèbre linéaire mais aussi exogènes en provenance
de l’algèbre bilinéaire, de la topologie, de la géométrie, des probabilités...

Qu’apporte ce livre?

Il existe de nombreux livres pour les étudiants de premiers cycles qui traitent
certains des aspects de la réduction mais peu présentent toute la richesse du
sujet de manière accessible pour des étudiant·e·s des premiers cycles (et dans
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viii Avant-propos

les préparations aux concours de recrutement de l’Éducation Nationale). Nous
avons donc cherché à fournir une introduction raisonnée à l’ensemble de la
réduction. Le livre se découpe grossièrement en parties avec des objectifs dis-
tincts.

. Tout d’abord, les sept premiers chapitres présentent dans un ordre assez
classique les outils de la suite du livre. L’algèbre des polynômes en un endo-
morphisme (respectivement une matrice carrée) joue évidemment un rôle es-
sentiel. Nous avons pris le parti de privilégier l’aspect élémentaire donc de ca-
cher, au moins en apparence, la structure de K[X ]-module. En revanche, nous
avons insisté sur l’étude des sous-espaces stables de la forme kerP (u) trop
souvent limitée au lemme des noyaux et aux sous-espaces propres et carac-
téristiques. Par exemple, le lemme IV-3.4 établit l’existence d’un sous-espace
cyclique maximal de dimension le degré du polynôme minimal : ce résultat
simple est riche pour la suite.

De même, nous avons choisi de mettre en exergue les endomorphismes cy-
cliques (chapitre VI) à la fois pour fournir une démonstration simple du théo-
rème de Cayley & Hamilton mais aussi pour le lemme VI-3.3, qui établit l’exis-
tence du supplémentaire stable d’un sous-espace cyclique maximal. L’idée est
bien évidemment de préparer le terrain aux réductions de Jordan et Frobenius
en se familiarisant avec l’argument des preuves par récurrence.

. Une fois tous ces outils mis en place, deux petits chapitres décrivent les cri-
tères simples de diagonalisation, de trigonalisation, de réduction simultanée...
Il s’agit simplement de combiner tout ce qui a été détaillé précédemment. Cela
constitue un objectif de nombreux cours de premiers cycles mais ce n’est ici
qu’un jalon dans le parcours.

. Même si l’algèbre bilinéaire est un tantinet exogène par rapport au propos de
ce livre, le chapitre X se focalise sur les endomorphismes particuliers d’un es-
pace euclidien : endomorphismes orthogonaux, autoadjoints ou, plus généra-
lement, normaux. Cela fournit également la possibilité de discuter de proprié-
tés de matrices réelles symétriques définies positives et de la décomposition
polaire.

. Les chapitres XI et XII présentent deux formes réduites normalisées : celle
de Jordan d’une part et celle de Frobenius d’autre part ; nous ne nous arrêtons
bien évidemment pas à l’existence de ces réductions mais nous cherchons à en
montrer l’utilité pratique avec de nombreux exercices sur les tableaux de Young
ou les algorithmes pour passer d’une forme réduite à l’autre.

. Le chapitre XIII exploite les différentes caractérisations de la similitude obte-
nue jusqu’à présent pour donner dans le cadre réel ou complexe des descrip-
tions géométriques et topologiques des classes de similitude.

. La séquence suivante répond à un problématique différente : il s’agit de cher-
cher approximativement où se trouvent les valeurs propres d’une matrice com-
plexe. Ce sujet est souvent une introduction au calcul matriciel numérique ;
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Avant-propos ix

nous avons choisi d’en détailler une autre application classique avec les chaînes
de Markov homogènes finies. L’application du théorème de Perron & Frobenius
est alors assez élémentaire et pourtant parlante sur l’importance de ce résultat.

. Le chapitre XVI est consacré aux exponentielles de matrices. Après avoir in-
troduit ce concept, nous montrons comment la réduction des matrices permet
de calculer ou de décrire les propriétés de l’exponentielle.

Voilà pour le contenu du livre. Passons maintenant à la forme.

Le contenu des chapitres est présenté de manière didactique dans une dé-
marche très conventionnelle parsemant de nombreux exemples (certains étant
très élémentaires) l’enchaînement des propositions et leurs preuves détaillées.
Certaines preuves sont délicates et il peut être astucieux de les sauter lors d’une
première lecture afin de comprendre correctement les énoncés puis d’y revenir
plus tard à tête reposée.

Toutefois, à la fin de chaque chapitre, une section intitulée « Commentaires et
développements » détonne : il s’agit de remarques moins détaillées mais néan-
moins profondes, d’ouvertures pour permettre d’aller plus loin, il ne s’agit plus
de faire cours mais de suggérer un travail personnel.

La dernière partie de chaque chapitre est bien évidemment constituée d’exer-
cices ; les corrections sont détaillées pour pouvoir être lues facilement même
si nous préconisons plutôt de ne pas les lire trop rapidement. Certains exer-
cices sont relativement classiques, d’autres plus originaux : nous avons choisi
de ne pas indiquer la difficulté pour ne pas biaiser le lecteur dans son effort de
recherche.

Remerciements

Un grand remerciement va aux relectrices et relecteurs des précédentes édi-
tions qui nous ont signalé coquilles et autres imprécisions. Les éventuelles er-
reurs restantes sont bien entendu la responsabilité des auteurs.

Conventions – à lire!

L’ensemble des notations est détaillé dans l’index en fin d’ouvrage. Précisons
quelques conventions.

Dans tout l’ouvrage, sauf précisions contraires, E désigne un K-espace vectoriel
de dimension finie où K désigne le corps R ou C.

Nous pratiquons abusivement l’identification d’une matrice de Mn(K) à l’en-
domorphisme de Kn canoniquement associé ; cela nous amène par exemple
quelquefois à dire qu’une matrice est injective ou qu’elle laisse stable un sous-
espace.



Algèbre linéaire
Roger Mansuy, Rached Mneimné

29 novembre 2021 [14:9] Fichier:9782807336612_Algebre_lineaire_3e chapitre:0



Algèbre linéaire
Roger Mansuy, Rached Mneimné

29 novembre 2021 [14:9] Fichier:chap03 chapitre:I

Chapitre I

Polynômes
d’endomorphismes

Objectifs du chapitre
— Comprendre l’importance de l’algèbre K[u] des polynômes en un endo-

morphisme u donné.
— Calculer, sur des exemples simples, le polynôme minimal d’un endo-

morphisme.
— Utiliser les polynômes annulateurs pour calculer les puissances ou l’in-

verse (s’il existe).

1. Un morphisme d’algèbres

1.1. Définition. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E .

. Les puissances (de composition) de u sont les endomorphismes de E définis
récursivement par u0 = IdE et, pour tout k ∈ N, par la relation

uk+1 = u ◦uk = uk ◦u.

. Pour tout polynôme P = ∑N
k=0αk X k , l’endomorphisme P (u) de E est défini

par

P (u) =
N∑

k=0
αk uk .

1.2. Exemple. Par exemple, pour le polynôme P = X 3 +2X −1 et un endomor-
phisme u, l’endomorphisme P (u) vaut u3 +2u1 −u0 = u3 +2u − IdE .
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1.3. Remarque. Pour toute matrice A ∈ Mn(K) et tout polynôme P ∈ K[X ], on
définit de même la matrice P (A) à partir des puissances de A. Il est important
de remarquer que si A est la matrice d’un endomorphisme u dans une base B,
alors P (A) est la matrice de l’endomorphisme P (u) dans cette même base B.

1.4. Remarque. Attention aux erreurs de notation entre polynômes et poly-
nômes en un endomorphisme u. Par exemple, on veille bien à ne pas mélanger
les écritures suivantes pour P , Q ∈ K[X ], u ∈L (E) et x ∈ E :

— P (u)(x), qui est un vecteur, et P (u(x)) qui n’est en général pas défini
(qu’est-ce qu’une puissance du vecteur u(x) ?) ;

— (P ·Q)(u) = P (u) ◦Q(u) et (P ◦Q)(u) qui sont deux endomorphismes a
priori différents.

1.5. Proposition. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E et deux po-
lynômes P et Q ∈ K[X ]. Alors, les endomorphismes P (u) et Q(u) commutent.

Démonstration. Par linéarité, il suffit de noter que, pour tous m et n ∈ N,

um ◦un = um+n = un ◦um .

ä

1.6. Proposition. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E. L’applica-
tion qui à un polynôme P ∈ K[X ] associe l’endomorphisme P (u) est un mor-
phisme d’algèbres.

L’image de ce morphisme, notée K[u], est une sous-algèbre commutative de L (E).

2. Idéal des polynômes annulateurs

2.1. Définition. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E et P ∈ K[X ].
Un polynôme P est annulateur de u si l’endomorphisme P (u) est l’endomor-
phisme nul.

2.2. Remarque. Comme précédemment, cette notion est définie de manière
analogue pour une matrice carrée A ∈ Mn(K) : un polynôme P est annulateur
de A si la matrice P (A) est nulle.

2.3. Proposition. Tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie
admet un polynôme annulateur non nul.

Démonstration. Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de di-

mension n. Alors, la famille
(
u0 = IdE ,u1, . . . ,un2)

comporte n2 +1 vecteurs de
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l’espace L (E), lequel est de dimension n2 : elle est par conséquent liée. Il existe
donc des scalaires α0, α1, . . . , αn2 non tous nuls tels que

n2∑
k=0

αk uk = 0L (E).

Par conséquent, le polynôme
∑n2

k=0αk X k est annulateur de u. ä

2.4. Remarque. Nous verrons plus loin (avec le théorème de Cayley & Hamil-
ton) qu’en dimension n, on peut déterminer un polynôme annulateur de de-
gré n (le polynôme caractéristique).

2.5. Exemple. Le seul endomorphisme qui admet aX + b comme polynôme

annulateur avec a 6= 0 est l’homothétie de rapport − b
a .

En dimension infinie, il existe des endomorphismes qui n’admettent pas de
polynôme annulateur non nul.

2.6. Exemple. La dérivation usuelle D : P 7→ P ′ est un endomorphisme de K[X ]
qui n’admet pas de polynôme annulateur non nul.

En effet, raisonnons par l’absurde : si D admet un polynôme annulateur Q,
alors, pour tout polynôme P ∈ K[X ], Q(D)(P ) = 0. Or, avec P = X degQ+1, le po-
lynôme Q(D)(P ) est de degré 1 donc non nul : contradiction.

2.7. Définition. Un endomorphisme est nilpotent s’il admet un monôme comme
polynôme annulateur.

2.8. Proposition. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E. L’ensemble
Iu ⊂ K[X ] des polynômes annulateurs de u est un idéal de l’anneau K[X ].

Démonstration. L’ensemble Iu est non vide : pour tous P , Q ∈ Iu , P −Q ∈ Iu

car
(P −Q)(u) = P (u)−Q(u) = 0L (E) −0L (E) = 0L (E),

Par ailleurs, pour tous P ∈Iu et Q ∈ K[X ], QP ∈Iu , car

(QP )(u) =Q(u)◦P (u) =Q(u)◦0L (E) = 0L (E).

ä

2.9. Remarque. On aurait également pu remarquer que Iu est simplement le
noyau du morphisme d’algèbres associé à u.
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2.10. Remarque. Pour u ∈L (E) et x ∈ E , on peut aussi définir l’ensemble

Iu,x = {
P ∈ K[X ], P (u)(x) = 0E

}
.

C’est encore un idéal de K[X ] et il vérifie Iu ⊂Iu,x .

3. Polynôme minimal

Comme l’anneau K[X ] est euclidien, il est en particulier principal, donc chaque
idéal (non réduit à 0) de K[X ] peut être engendré par un unique polynôme uni-
taire. Ceci justifie la définition suivante (conjointement avec l’hypothèse que
l’espace E est de dimension finie donc que l’idéal des polynômes annulateurs
est non réduit au seul polynôme nul).

3.1. Définition. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E . Le poly-
nôme minimal de u est l’unique polynôme unitaire, noté µu , qui engendre
l’idéal des polynômes annulateurs de u.

3.2. Remarque. Il est facile de voir que, pour un endomorphisme u, la dimen-
sion de l’algèbre K[u] est le degré du polynôme minimal µu . Ceci sera détaillé
avec la proposition I-4.4.

Déterminons l’idéal des polynômes annulateurs de quelques endomorphismes
remarquables.

3.3. Exemple. Si u est un endomorphisme nilpotent, il admet un polynôme
annulateur de la forme X p . Par conséquent, le polynôme minimal est donc un
monôme X k avec k ∈ �1, p�. Cet entier k est appelé indice de nilpotence de u.
Un polynôme est alors annulateur de u s’il est multiple de X k , c’est-à-dire si 0
en est une racine de multiplicité au moins k.

3.4. Exemple. Si h est une homothétie de E , il existe λ ∈ K tel que h = λIdE .
Par conséquent, X −λ est un polynôme annulateur de degré 1, donc minimal.
Un polynôme annulateur de h est donc un multiple de X −λ, c’est-à-dire un
polynôme admettant λ comme racine.

3.5. Exemples. . Si p est un projecteur, alors un polynôme annulateur de p est,
par définition, X 2−X . Ce polynôme est le polynôme minimal de p sauf si p est
l’identité ou l’application nulle (en effet, s’il n’est pas minimal, alors p admet
un polynôme annulateur de degré 1, donc est une homothétie).

. De même, le polynôme minimal d’une symétrie vectorielle qui n’est pas une
homothétie, c’est-à-dire différente de ±IdE , est X 2 −1.
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3.6. Définition. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E et x ∈ E . Le
polynôme minimal local en x de u est l’unique polynôme unitaire, noté µu,x ,
qui engendre l’idéal Iu,x des polynômes P ∈ K[X ] tels que x ∈ kerP (u).

4. Utilisation pratique d’un polynôme annulateur

Calcul de l’inverse

4.1. Proposition. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E admettant
un polynôme annulateur P tel que P (0) 6= 0. Alors, u est inversible. De plus, son
inverse appartient à l’algèbre K[u].

Démonstration. Écrivons P (X ) =∑N
k=0αk X k avec N > 0 et α0 = P (0) 6= 0. Alors,

l’hypothèse P (u) = 0L (E) se réécrit

N∑
k=1

αk uk =−α0IdE .

En considérant l’endomorphisme

v =− 1
α0

N∑
k=1

αk uk−1 ∈ Vect
(
IdE ,u, . . . ,uN−1),

on obtient u ◦ v = v ◦u = IdE . Ainsi, u est inversible et que u−1 = v . ä

Donnons une seconde démonstration de ce résultat.

Démonstration. Comme P (0) 6= 0, les polynômes P et X n’ont pas de racine
complexe commune et sont donc premiers entre eux : par le théorème de Bé-
zout, il existe U , V ∈ C[X ] tels que U P +V X = 1. En appliquant le morphisme
d’algèbres associé à u, on obtient V (u)◦u = IdE . Ainsi, u est inversible et

u−1 =V (u) ∈ Vect
(
IdE ,u, . . . ,uN−1).

ä

4.2. Exemple. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E qui vérifie

(u −2IdE )◦ (u −3IdE ) = 0L (E),

sans être une homothétie. Cherchons les réels λ tels que vλ = u−λIdE soit non
inversible (nous verrons plus loin que ces réels sont, par définition, les valeurs
propres de u). Comme le polynôme (X −2)(X −3) est annulateur de u, on en
déduit que (X +λ−2)(X +λ−3) est annulateur de vλ. Donc, si λ ∉ {2,3}, l’endo-
morphisme vλ est inversible, car son polynôme annulateur n’admet pas 0 pour
racine. En revanche, ni v2, ni v3 ne sont inversibles, car sinon l’autre est nul (et
donc u est une homothétie) puisque v2 ◦ v3 = 0L (E).
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La réciproque du résultat précédent est bien évidemment fausse avec un po-
lynôme annulateur quelconque : si P est un polynôme annulateur de l’endo-
morphisme u, alors X P est aussi annulateur et admet 0 pour racine, que u soit
inversible ou non. En revanche, la situation est plus claire avec le polynôme
minimal.

4.3. Proposition. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E. Alors, u est
inversible si, et seulement si, son polynôme minimal µu n’admet pas 0 comme
racine.

Démonstration. Avec la proposition précédente, il suffit d’étudier le sens direct.
Supposons que u est inversible et que 0 est racine du polynôme minimal µu

de u, c’est-à-dire µu = X P . On en déduit u◦P (u) = 0L (E) ; or, u inversible et par
conséquent P (u) = 0L (E), ce qui contredit la minimalité de µu . Par conséquent,
le polynôme minimal µu n’admet pas 0 comme racine. ä

Calculs de puissances

4.4. Proposition. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E admettant
un polynôme annulateur de degré N . Alors, pour tout entier m ∈ N,

um ∈ Vect
(
IdE ,u, . . . ,uN−1).

Démonstration. Soit m ∈ N. D’après la division euclidienne dans K[X ], il existe
(Qm ,Rm) ∈ K[X ]2 tel que X m = QmP +Rm , avec degRm < degP = N . Alors, en
utilisant le morphisme d’algèbres associé à u et le fait que P (u) = 0L (E), on
trouve que

um =Qm(u)◦P (u)+Rm(u)

= Rm(u) ∈ Vect
(
IdE ,u, . . . ,uN−1).

ä

En fait, on peut aussi utiliser en pratique la démonstration de ce résultat pour
obtenir l’expression explicite de um pour tout entier m ∈ N. Il suffit pour cela
de savoir obtenir le reste dans une division de polynômes. Détaillons les calculs
dans quelques cas particuliers.

4.5. Exemple. Soit a, b ∈ C avec a 6= b et u un endomorphisme d’un espace
vectoriel E dont un polynôme annulateur est P = (X −a)(X −b).

Déterminons um pour tout entier m ∈ N. Le reste de la division euclidienne
de X m par P est un polynôme de degré au plus 1, que nous noterons αm X +βm .
Reste à déterminer les valeurs des complexes αm et βm . Pour cela, spécifions la
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relation de division euclidienne en a et en b :{
am = aαm + βm

bm = bαm + βm

En conclusion, αm = am−bm

a−b et βm = bam−abm

b−a donc

um = am−bm

a−b u + bam−abm

b−a IdE .

4.6. Remarque. Plus généralement, la même méthode permet de traiter le cas
où l’endomorphisme u admet un polynôme annulateur P scindé avec des ra-
cines simples λ1, . . . , λp .

Dans ce cas, pour tout m ∈ N, le reste de la division du monôme X m par ce
polynôme P est

p∑
k=0

λm
k Lk ,

où L1, . . . , Lp désignent les polynômes interpolateurs de Lagrange associés aux
scalaires distincts λ1, . . . , λp . On obtient, avec le morphisme d’algèbres associé
à u,

um =
p∑

k=0
λm

k Lk (u).

Lorsque le polynôme annulateur est scindé mais avec des racines multiples,
le problème est à peine plus compliqué et se ramène encore à un problème
d’interpolation.

4.7. Exemple. Déterminons les puissances d’un endomorphisme u de poly-
nôme annulateur (X −a)2.

Soit m un entier. Le reste de la division euclidienne de X m par (X −a)2 est un
polynôme de degré au plus 1 que nous noterons αm X +βm . On a donc :

X m =Q · (X −a)2 +αm X +βm .

Reste à déterminer les valeurs des complexes αm et βm . Pour cela, nous spé-
cifions cette relation en a puis dérivons cette relation avant de spécifier en a
(tous les termes où apparaît Q s’annulent, car a est racine double de (X −a)2).
Ainsi, {

am = aαm + βm

mam−1 = αm

En conclusion, αm = mam−1 et βm = (1−m)am , donc

um = mam−1u + (1−m)amIdE .
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5. Commentaires et développements

5.1. La donnée d’une matrice A met en évidence le morphisme d’algèbres

ΦA :

{
K[X ] → Mn(K)

P 7→ P (A)

Son noyau, l’idéal kerΦA , est non nul, pour des raisons de dimension. Il est
engendré par le polynôme minimal µA ; l’image imΦA = K[A] est une sous-
algèbre de Mn(K), dont la dimension se déduit aisément de l’isomorphisme de
K-algèbres

ΦA : K[X ]/(µA)
'−→ K[A].

Ainsi, la dimension de l’algèbre K[A] est égale à celle de l’espace vectoriel quo-
tient K[X ]/(µA). C’est donc le degré dA du polynôme minimal µA de la ma-
trice A. En effet, les classes des polynômes 1, X , . . . , X dA−1 forment une base de
cet espace quotient. Le fait que ces vecteurs soient générateurs provient d’une
simple division euclidienne par le polynôme µA et le fait qu’ils soient libres
provient du caractère minimal de µA .

Au niveau de l’algèbre K[A], cela se traduit par le fait que les matrices In , A, . . . ,
AdA−1 forment une base de l’algèbre des polynômes en A.

5.2. La structure de l’algèbre K[A] est donc celle d’un quotient d’un anneau de
polynômes en une seule variable. Elle dépend uniquement du polynôme mi-
nimal de A. La structure de ces quotients-là, comme celle des anneaux Z/n Z,
est bien connue et son étude se trouve grandement simplifiée par le théorème
des restes chinois, qui montre que cette algèbre est produit d’algèbres locales,
c’est-à-dire d’algèbres ayant chacune un idéal maximal unique (et pour une
telle algèbre le treillis de leurs idéaux est alors une liane...).

5.3. Précisons donc que si le polynôme minimal est une puissance d’un po-
lynôme irréductible, soit µA = πm avec π un polynôme irréductible, l’algèbre
quotient K[X ]/(µA), tout comme l’algèbre K[A], est une algèbre locale et son
idéal maximal est l’idéal engendré par la classe du polynôme π. La démonstra-
tion est calquée sur celle de la mise en évidence des idéaux de l’anneau quo-
tient Z/pn Z avec p est premier (il est bon de savoir en général que les idéaux
d’un quotient R/a, où a est un idéal de l’anneau commutatif (unitaire) R, sont
en correspondance bijective avec les idéaux de R qui contiennent l’idéal a par
lequel on a quotienté.).

5.4. Comme autre application, remarquons que l’algèbre K[A] est réduite (au
sens qu’elle n’a d’autres nilpotents que 0n) si, et seulement si, le polynôme mi-
nimal de A est sans facteur carré.
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Quand K = C, cela revient à dire que l’algèbre K[A] est un produit de corps
isomorphes à C. On verra une autre démonstration de ce fait ultérieurement
(chapitre XI) avec la décomposition de Jordan & Dunford.

5.5. Nous avons vu que l’algèbre K[A] contenait l’inverse de A si A est inver-
sible. On verra plus tard que les composantes semi-simple et nilpotente dans la
décomposition de Jordan & Dunford de A sont aussi dans K[A], tout d’ailleurs
comme la comatrice de A oules opérateurs de projection sur les facteurs di-
rects de la décomposition de E en somme d’espaces caractéristiques. Tout cela
pour dire qu’au delà de sa structure elle-même, l’algèbre K[A] contient de par
ses divers éléments des renseignements précieux.

5.6. L’idéal des polynômes annulateurs de A en le vecteur x est le noyau de
l’application

ΦA,x :

{
K[X ] → E

P 7→ P (A)(x)

Cette application est une simple application linéaire et, pourtant, son noyau
est un idéal ! En fait, cette application est K-linéaire, mais elle est aussi K[X ]-
linéaire, au sens que ΦA,x (PQ) = P (A)(ΦA,x (Q)). C’est en fait un morphisme de
K[X ]-modules et son noyau est donc un sous-K[X ]-module de K[X ], donc un
idéal de K[X ].

5.7. Le groupe des inversibles de l’algèbre K[A] est l’ensemble des matrices
Q(A), où Q est un polynôme premier avec µA .

6. Exercices

6.1. Exercice. Soit A, B ∈Mn(K) deux matrices semblables et P ∈ K[X ]. Montrer
que les matrices P (A) et P (B) sont semblables.

▷ Éléments de correction. Par définition de la similitude, il existe U ∈ GLn(K)
telle que A =U BU−1. Par une rapide récurrence, on obtient que Ak =U B kU−1

pour tout k ∈ N ; ensuite, par linéarité, P (A) = U P (B)U−1 : les matrices P (A)
et P (B) sont semblables. ◁

6.2. Exercice. Soit λ1, . . . , λn ∈ R et A ∈ Mn(R) une matrice semblable à la ma-
trice diagonale diag(λ1,λ2, . . . ,λn). Montrons qu’il existe un polynôme P ∈ R[X ]
tel que A = P

(
A3

)
.

▷ Éléments de correction. Par définition, il existe une matrice U ∈ GLn(R) telle
que A =U diag(λ1,λ2, . . . ,λn)U−1 et donc

A3 =U diag
(
λ3

1, . . . ,λ3
n

)
U−1.
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Considérons un polynôme P , obtenu par exemple avec l’interpolation de La-
grange tel que, pour tout k ∈ �1,n�, P

(
λ3

k

) = λk (ce qui est possible car λ3
k = λ3

j

entraîne λk =λ j car l’application x 7→ x3 est injective sur R). Alors,

diag(λ1,λ2, . . . ,λn) = diag
(
P

(
λ3

1

)
,P

(
λ3

2

)
, . . . ,P

(
λ3

n

))= P
(

diag
(
λ3

1,λ3
2, . . . ,λ3

n

))
,

et donc, en multipliant à gauche par U et à droite par U−1, A = P
(

A3
)
. ◁

6.3. Exercice. Soit A, B ∈Mn(K) telles que AB = B A. Considérons la matrice

M =
(

A B
0n A

)
∈M2n(K).

Pour tout P ∈ K[X ], exprimer P (M) en fonction de P (A), P ′(A) et B.

▷ Éléments de correction. . Par une récurrence rapide, on obtient que, pour
tout k ∈ N,

M k =
(

Ak k Ak−1B
0n Ak

)
.

. Par linéarité, on obtient que, pour tout polynôme P ,

P (M) =
(
P (A) P ′(A)B

0n P (A)

)
.

◁

6.4. Exercice. Soit n Ê 2 et M ∈Mn(K) une matrice de rang 1.

1. Montrer que µM = X 2 − tr(M)X .

2. En déduire les puissances de M en fonction de M et In .

▷ Éléments de correction. On montre classiquement qu’il existe un vecteur co-
lonne C ∈Mn,1(K) et un vecteur ligne L ∈M1,n(K) non nuls tels que M =C L.

1. La matrice M n’est pas une homothétie, donc le polynôme minimal est
au moins de degré 2. De plus,

M 2 =C LC L =C (LC )L = (LC )C L = (LC )M ,

car LC est un scalaire. Or, LC = tr(LC ) = tr(C L) = tr(M). Ainsi, le poly-
nôme X 2−tr(M)X est annulateur de M , donc multiple deµM . En conclu-
sion, µM = X 2 − tr(M)X .

2. . Si tr(M) = 0, alors M 2 = 0n , donc M k = 0n dès que k Ê 2.

. Sinon, effectuons la division euclidienne de X k par µM : il existe un
polynôme Q ∈ K[X ] tel que

X k =Q ·µM + tr(M)k−1X .

En effet, le reste dans la division euclidienne de X k par µM est un poly-



Algèbre linéaire
Roger Mansuy, Rached Mneimné

29 novembre 2021 [14:9] Fichier:chap03 chapitre:I

6. Exercices 11

nôme de degré au plus 1, qui est nul en 0 et qui vaut tr(M)k en tr(M). On
en déduit que, pour tout k Ê 1, M k = tr(M)k−1M .

Remarquons que ce dernier résultat peut aussi être déduit par une simple
récurrence.

◁

6.5. Exercice. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E ; définissons
l’endomorphisme de L (E) associé par composition à gauche Gu : v 7→ u ◦ v.
Comparer µu et µGu .

▷ Éléments de correction. . Remarquons tout d’abord que, pour tout P ∈ K[X ]
et tout v ∈L (E), P (Gu)(v) = P (u)◦v (le résultat se montre par récurrence pour
les monômes puis par linéarité). Ainsi, µu est annulateur de Gu : µGu divise µu .

. De plus, pour tout v ∈ L (E), µGu (u) ◦ v = 0L (E) donc µGu (u) = 0L (E) et µGu

est annulateur de u : µu divise µGu .

Comme les polynômes minimaux sont unitaires, on conclut que µu =µGu . ◁

6.6. Exercice. Soit E un espace vectoriel de dimension n Ê 2. Déterminer le poly-
nôme minimal de l’endomorphisme

Φ :

{
L (E) → L (E)

u 7→ u + tr(u)IdE

▷ Éléments de correction. L’endomorphisme Φ n’est pas une homothétie, donc
son polynôme minimal est de degré au moins 2.

Par ailleurs, pour tout u ∈L (E),

Φ2(u) =Φ(u)+ tr(Φ(u))IdE

= u + tr(u)IdE + tr(u)IdE +n tr(u)IdE

= u + (n +2)tr(u)IdE

= (n +2)Φ(u)− (n +1)IdL (E)(u).

En conclusion, le polynôme (unitaire de degré 2) X 2 − (n +2)X + (n +1) est an-
nulateur donc c’est le polynôme minimal µΦ. ◁

6.7. Exercice. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E et P ∈ K[X ].
Montrer que P (u) est inversible si, et seulement si, P est premier avec µu .

▷ Éléments de correction. Remarquons tout d’abord que, si un endomorphisme
de la forme P (u) est inversible, alors son inverse est dans l’algèbre K[P (u)] donc
dans l’algèbre K[u].

Soit P ∈ K[X ]. L’endomorphisme P (u) est inversible si, et seulement si, il existe
Q ∈ K[X ] tel que P (u) ◦Q(u) = IdE , c’est-à-dire si PQ − 1 est annulateur de u
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donc un multiple de µu . D’après le théorème de Bézout, cette dernière condi-
tion équivaut à : P est premier avec µu .

On peut noter que l’algorithme d’Euclide (étendu) nous fournit ici l’inverse.

Une conséquence de cet exercice montre que l’anneau K[u] est un corps si, et
seulement si, le polynôme minimal µu est irréductible sur K. ◁

6.8. Exercice. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E. Notons, pour
tout x ∈ E, µu,x le polynôme minimal de u local en x, c’est-à-dire l’unique poly-
nôme unitaire engendrant l’idéal

Iu,x = {
P ∈ K[X ], P (u)(x) = 0E

}
.

Montrer que l’ensemble {µu,x , x ∈ E } est fini.

▷ Éléments de correction. Remarquons que, pour tout x ∈ E ,

µu(u)(x) = 0L (E)(x) = 0E .

Ainsi, µu ∈Iu,x et par conséquent µu,x divise µu . Comme µu admet un nombre
fini de diviseurs unitaires (et l’on peut calculer ce nombre à partir de la décom-
position en facteurs irréductibles de µu), l’ensemble {µu,x , x ∈ E } est fini. ◁

6.9. Exercice. Soit A = diag(λ1, . . . ,λn). Déterminer les vecteurs X ∈Mn,1(K) tels
que µA,X = µA où µA,x désigne comme dans l’exercice précédent, le plus petit
polynôme P unitaire tel que P (A)X = 0n,1.

▷ Éléments de correction. Notons Sp(A) l’ensemble des valeurs de la diagonale
de A (on verra plus tard qu’il s’agit du spectre de A).

Remarquons que µA est le produit des facteurs X −λ pour λ ∈ Sp(A) : ainsi,
µA,X =µA si, et seulement si, µA,X (λ) = 0 pour tout λ ∈ Sp(A).

En notant X = (xi )i , pour tout polynôme P ∈ K[X ], P (A)X = (xi P (λi ))i . Ainsi,
P (A)X = 0n,1 si, et seulement si, pour tout i ∈ �1,n�, xi P (λi ) = 0 donc xi = 0 ou
P (λi ) = 0.

En conclusion, µA,X = µA si, et seulement si, pour toute valeur λ ∈ Sp(A), il
existe i ∈ �1,n� telle que λi =λ et xi 6= 0.

En termes plus avancés, un tel vecteur X est somme des vecteurs propres asso-
ciés à chacune des valeurs propres. ◁

6.10. Exercice. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E et

J = {
P ∈ K[X ], P (u) est nilpotent

}
.

Montrer que J est un idéal puis déterminer, en fonction de µu , un élément gé-
nérateur.
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▷ Éléments de correction. . Soit P et Q ∈J . Les endomorphismes P (u) et Q(u)
sont nilpotents et commutent donc l’endomorphisme (P −Q)(u) = P (u)−Q(u)
est nilpotent d’après la formule du binôme (appliquée avec pour exposant la
somme des indices de nilpotence de P (u) et Q(u)) : P −Q ∈J .

. Soit P ∈ J et R ∈ K[X ]. L’endomorphisme P (u) est nilpotent, R(u) et P (u)
commutent donc (RP )(u) = R(u)n ◦P (u)n = 0L (E). Ainsi, RP ∈J .

En conclusion, J est un idéal de K[X ].

Enfin, notons que P appartient à J si, et seulement si,µu divise P n , c’est-à-dire
si µ̃u divise P où µ̃u est le produit des facteurs irréductibles distincts de µu . Un
générateur de J est donc ce polynôme µ̃u . ◁

6.11. Exercice. Soit N ∈ Mn(C) nilpotente et G l’ensemble des matrices de la
forme P (N ) avec P ∈ C[X ] tel que P (0) = 1. Montrer que G est un sous-groupe
de GLn(C).

▷ Éléments de correction. . Soit P ∈ C[X ] tel que P (0) = 1. Comme P et X n n’ont
pas de racine complexe commune, ils sont premiers entre eux : par le théorème
de Bézout, il existe U , V ∈ C[X ] tels que U P +V X n = 1.

En évaluant en 0, U (0) = 1 puis en appliquant le morphisme d’algèbres associé
à N , on obtient U (N )P (N ) = In .

Ainsi, la matrice P (N ) est inversible et son inverse U (N ) appartient à G .

. La partie G est stable par produit, car le produit de deux polynômes valant 1
en 0 vaut 1 en 0.

En conclusion, G est un sous-groupe de GLn(C). ◁

6.12. Exercice. Soit A, B ∈Mn(K) et un polynôme P ∈ K[X ] non constant tel que
P (0) 6= 0 et AB = P (A). Montrer que A est inversible puis que A et B commutent.

▷ Éléments de correction. Soit Q ∈ K[X ] tel que P = P (0)+ XQ. Avec cette nota-
tion, la condition AB = P (A) se récrit A(B −Q(A)) = P (0)In : par conséquent, A
est inversible d’inverse

1
P (0) (B −Q(A)).

Par suite, B s’écrit A−1P (A), donc commute avec A. ◁

6.13. Exercice. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E dont le poly-
nôme minimal est de la forme

µu =
p∏

k=1
(X −λk )2,

avec λ1, . . . , λp des scalaires deux à deux distincts.
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1. Montrer qu’il existe une base (H1, . . . , H2n) de K2n−1[X ] telle que

. pour tout k ∈ �1,n� et tout i ∈ �1,n�,

Hk (λi ) = δk,i et H ′
k (λi ) = 0,

. pour tout k ∈ �1,n� et tout i ∈ �1,n�,

Hn+k (λi ) = 0 et H ′
n+k (λi ) = δk,i .

2. En déduire une expression des puissances de u en fonction de la famille
de polynômes (H1, . . . , H2n).

▷ Éléments de correction.

1. L’application{
K2n−1[X ] → K2n

P 7→ (
P (λ1), . . . ,P (λn),P ′(λ1), . . . ,P ′(λn)

)
est linéaire et injective (si P est dans son noyau, alors il admet n racines
doubles et est de degré au plus 2n −1 donc est nul) : c’est donc un iso-
morphisme.

On obtient la famille désirée en prenant les antécédents de la base cano-
nique de K2n .

Ces polynômes sont appelés polynômes interpolateurs de Hermite. On
peut en obtenir une expression explicite à partir des polynômes inter-
polateurs élémentaires de Lagrange L1, . . . , Ln associés aux λ1, . . . , λn :
pour tout k ∈ �1,n�,

Hk = (
1−2L′

k (λk )(X −λk )
)
L2

k , Hn+k = (X −λk )L2
k .

2. Effectuons la division euclidienne de X m par µu : il existe Q ∈ K[X ] et
R ∈ K2n−1[X ] tels que X m =Qµu +R.

On vérifie que, R(λk ) =λm
k et R ′(λk ) = mλm−1

k pour tout k ∈ �1,n�. Ainsi,

R =
n∑

k=1
λm

k Hk +
n∑

k=1
mλm−1

k Hn+k ,

car la différence de ces deux membres est le polynôme nul puisqu’elle
appartient au noyau de l’isomorphisme de la première question.

On applique ensuite le morphisme d’algèbres associé à u pour obtenir
l’expression

um = R(u) =
n∑

k=1
λm

k Hk (u)+
n∑

k=1
mλm−1

k Hn+k (u).

◁
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